7. МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И ПРОЕКТИРОВАНИЯ РЭС НА УРОВНЕ АСхП

В этом разделе приводятся алгоритмы расчета сложных электронных устройств по постоянному току, в частотной и временной областях.

7.1. Составление математической модели электронной схемы

Математическая модель схемы (ММС) формируется на основе компонентных уравнений, которые были приведены в одном из предыдущих разделов [18]. Она описывает совместное функционирование электронных компонентов, зависящее от конкретного способа их соединения – топологии схемы. Поэтому объединение компонентных уравнений в ММС осуществляется с помощью так называемых топологических уравнений, которые составляются на основе законов Кирхгофа:

для любого узла 
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 – первый закон Кирхгофа;

для любого контура 
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 – второй закон Кирхгофа.

Подчеркнем, что уравнения законов Кирхгофа инвариантны для сигналов, представленных функциями времени, изображениями по Лапласу или комплексными амплитудами.

Для формирования ММС используются несколько методов, которые различаются составом независимых переменных и видом исходных топологических уравнений. Перечислим эти методы:

- метод узловых потенциалов;

- метод контурных токов;

- метод переменных состояния;

- метод смешанного координатного базиса.

Наиболее широкое распространение в системах автоматизированного схемотехнического проектирования (моделирования) получил метод узловых потенциалов и его модификации. Этот метод позволяет сформировать ММС в виде системы уравнений, которые составляются на основе первого закона Кирхгофа для внутренних узлов схемы, т.е. узлов, не имеющих непосредственной связи с источником входного напряжения (сигнала). В качестве независимых переменных используются напряжения этих узлов, определяемые относительно некоторого опорного узла, потенциал которого принимается равным нулю.

Продемонстрируем процедуру формирования ММС в виде системы топологических уравнений с помощью метода узловых потенциалов на конкретном примере схемы, которая изображена на рис. 7.1.
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Рис. 7.1. Пассивная электронная RC-схема

Такая процедура предполагает последовательное выполнение следующих действий:

1. Выделим внутренние узлы схемы "1" и "2" и опорный узел "0", который соединён с общей шиной (рис. 7.2). В качестве независимых переменных в модели будут использованы напряжения внутренних узлов u1(t) и u2(t).
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Рис. 7.2. Пассивная электронная RC-схема с изображёнными внутренними узлами и контурными токами

2. Зададим положительные направления токов через компоненты этой схемы (см. рис. 7.2).

3. Составим топологические уравнения для внутренних узлов схемы на основании первого закона Кирхгофа: 
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Используя компонентные уравнения
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и выразив напряжения на соответствующих компонентах через e(t), u1(t), u2(t), получим ММС в таком виде:
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	(7.2)


      Аналогичным образом можно получить ММС для изображений узловых напряжений Uj(p) (j=1,2) и E(p):

	
	[image: image8.png]E(p) U(p) U,(p) U;(p)
U(p) U(p) U(p)

+pCiU(p)=0




	                                         (7.3)



и для комплексных амплитуд 
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Таким образом, на этом простейшем примере мы показали, что с помощью метода узловых потенциалов можно получить три различных ММС, каждая из которых представляет собой систему из n уравнений с n неизвестными (в нашем примере n=2). ММС (7.2) является системой дифференциально-алгебраических уравнений и может быть использована для нахождения внутренних узловых напряжений при любых видах воздействий e(t) и начальных условий, но часто её применение требует значительных интеллектуальных и временных затрат.
ММС в виде (7.3) представляет собой систему алгебраических уравнений. Она удобна при нулевых начальных условиях и для воздействий e(t), имеющих несложные изображения E(p). Решив систему (7.3) и найдя изображения узловых напряжений, можно перейти к функциям-оригиналам uj(t).

Самая простая ММС представлена в виде (7.4). Она справедлива для гармонического воздействия и установившегося режима. Решив эту систему относительно j-й комплексной амплитуды, несложно перейти к uj(t).

Следует подчеркнуть, что в системах автоматизированного проектирования математическую модель схемы составляет ПЭВМ. Поэтому она должна иметь информацию как о компонентах схемы, так и о способе их соединения, т.е. о топологии схемы. Остановимся на топологическом описании схем.

Наиболее простым и наглядным описанием топологии является направленный граф, который строится по следующим правилам:

- вершины графа соответствуют узлам схемы,

- рёбра – компонентам схемы, а направления рёбер совпадают с условно положительными направлениями токов через соответствующие им компоненты.

Теперь обратимся к рис. 7.2  и, исключив источник e(t), изобразим направленный граф, который соответствует этой схеме и изображён на рис. 7.3.
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Рис. 7.3. Направленный граф схемы на рис. 7.2

Однако ПЭВМ не может оперировать непосредственно с графом. Поэтому его нужно преобразовать в числовую форму, т.е. заменить матричным эквивалентом.

В качестве последнего можно использовать матрицы инциденций, контуров или сечений.

Метод узловых потенциалов позволяет создать матрицу инциденций [a], строки которой соответствуют вершинам графа (узлам схемы), а столбцы - рёбрам (компонентам) схемы. Элементы матрицы aij определяются следующим образом:
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Матрица инциденций для графа, изображённого на рис. 7.3, имеет вид:
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Таким образом, электронной схеме, содержащей (n+1) узлов и m ветвей (ребер), соответствует матрица инциденций размером  (n+1)×m.

Отметим, что сумма элементов этой матрицы для каждого столбца равна нулю. В связи с этим из матрицы инциденций можно вычеркнуть любую строку без потери информации. Обычно вычёркивается строка, соответствующая нулевому узлу. Полученная таким образом матрица размером n×m называется редуцированной матрицей инциденций А. Для нашего примера она имеет вид:
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Если представить токи, протекающие через элементы схемы на рис. 7.1, в виде вектора-столбца 
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, которому соответствует транспонированная матрица [image: image16.png]{igy, inas icysina)



, составить произведение 
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 и раскрыть его в виде системы уравнений, то такая система будет иметь вид:
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Поскольку система (7.1) составлена на основе первого закона Кирхгофа, то формулировка этого закона в матричной форме приобретает вид:
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Следовательно, для формирования топологических уравнений любой схемы на основе первого закона Кирхгофа нужно составить редуцированную матрицу инциденций 
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 и столбец токов 
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При машинном формировании ММС и её анализе оказывается удобным представлять все ветви схемы – элементарные двухполюсники в едином, обобщённом виде. В этом случае любая k-я ветвь, включённая между i-м и j-м узлами, замещается обобщённой ветвью, эквивалентная схема которой приведена на рис. 7.4.
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Рис. 7.4. Эквивалентная схема обобщённой ветви схемы – элементарного двухполюсника

 Обобщённая ветвь содержит независимые источники тока ink(t) и напряжения ek(t), а также нелинейный элемент bk, ток через который в общем случае описывается как
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При описании обобщённой ветви использованы следующие обозначения:
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Тогда при описании схемы, содержащей 
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 ветвей, будут использоваться следующие векторы:
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На основе законов Кирхгофа для каждой ветви можно записать:


[image: image34.wmf](

)

(

)

(

)

ekknk

ititit

=-

, 
[image: image35.wmf](

)

(

)

(

)

ekkk

ututet

=-

,
а для схемы в целом
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При этом формулировка первого закона Кирхгофа, на основе которого составляются топологические уравнения, приобретает вид:
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или
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7.2. Анализ линейных схем в частотной области
Среди различных задач, решаемых в процессе схемотехнического проектирования РЭУ, анализ линейных  схем в частотной области (по переменному току) является наиболее простым [21]. Он проводится для схем, которые работают в режиме малого сигнала и процессы в которых удовлетворяют принципам суперпозиции и пропорциональности. Примеры задач, решаемых при анализе линейных схем в частотной области: расчет частотных характеристик (АЧХ и ФЧХ), расчет шумов и др.

Задача компьютерного анализа схемы заключается в формировании ММС в виде некоторой системы уравнений и её решении. При этом ММС должна соответствовать поставленной задаче, т.е. использовать соответствующие модели компонентов. Например, для моделирования активных компонентов применять линейные (малосигнальные) эквивалентные схемы.

Метод узловых потенциалов позволяет получить ММС, которая в матричной форме имеет вид:
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или в векторной форме:


[image: image41.wmf]n

n

n

YUI

×=

urr

,
где 
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 - матрица проводимостей (она имеет размерность n×n);

      n - число внутренних узлов схемы (общее число узлов 
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 - вектор-столбец узловых напряжений;
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 - вектор-столбец независимых источников тока.

Например, для схемы, изображённой на рис. 7.2, система описывающих уравнений для комплексных амплитуд была получена с помощью матричной формы описания в таком виде:
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Преобразуем эту систему к другому виду:
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Последняя система может быть записана следующим образом:
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где
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Следовательно, при анализе линейных схем в частотной области для получения ММС достаточно сформировать редуцированную матрицу инциденций 
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, матрицу проводимостей 
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 и вектор-столбцы 
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, а затем выполнить операции умножения матриц и сложение векторов. Все эти операции с успехом выполняют компьютерные программы.

Однако такой подход не является единственным. К тому же он малоэффективен, поскольку требует больших затрат машинной памяти и времени. Кроме того, матрица инциденций имеет много элементов, равных нулю. По этим причинам разработаны и в настоящее время применяются более эффективные алгоритмы составления ММС [17], в частности метод факторизации (или метод LU-разложения).

Тем не менее, в общем случае для проведения анализа линейных схем в частотной области необходимо последовательно выполнить следующие процедуры:

1.Исходная принципиальная схема заменяется эквивалентной схемой по переменному току. Для этого вначале производится расчёт схемы по постоянному току, и усилительные приборы заменяются их малосигнальными схемами замещения для соответствующих рабочих точек. При этом источники постоянного напряжения закорачиваются.

2.Формируется комплексная матрица проводимостей 
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 и комплексный вектор
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. При этом независимые источники тока представляются своими комплексными амплитудами (указываются амплитуда и фаза или мнимая и действительная части), а проводимость пассивных элементов моделируется соотношениями:
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3.Формируется математическая модель электронной схемы (ММС) в виде системы уравнений
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Наконец, полученная система алгебраических уравнений с комплексными коэффициентами решается с помощью одного из известных методов. Под решением здесь понимается вычисление комплексных амплитуд узловых напряжений.

Элементы квадратной матрицы n-го порядка представляют собой собственные (расположенные на главной диагонали) и взаимные проводимости схемы. Матрица-столбец токов характеризует внешние независимые источники. Обычно на схему действует лишь один источник напряжения E с внутренним сопротивлением Rг; поэтому все токи Ii = 0, кроме тока I1=Eг/Rг, как это следует, например, из матричной формы записи (7.5).

Как правило, для определения частотной характеристики линейной цепи требуется знать напряжение лишь в одном узле – на выходе схемы. Присваивая этому узлу номер "n" и отказываясь от вычисления напряжения в остальных узлах схемы, мы значительно экономим во времени решение задачи на ПЭВМ. Таким образом, на ПЭВМ требуется по заданному E и матрице проводимостей 
[image: image58.wmf]n

Y

 найти напряжение на выходе схемы 
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 и затем определить модуль и фазу комплексного коэффициента передачи
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Обсудим два конкретных метода решения системы линейных алгебраических уравнений.

Вначале рассмотрим метод исключения Гаусса (или метод последовательного исключения неизвестных) для некоторой системы уравнений, записанной в скалярной форме
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Здесь коэффициенты 
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 – действительные числа.  Разделим первое уравнение на 
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. Затем, умножая его последовательно на 
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, запишем:
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Полученные уравнения вычитаем из второго уравнения исходной системы, а затем из третьего:
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или запись в матричной форме:
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Таким образом, мы исключили переменную U1 из исходной системы уравнений. В результате получили систему из двух уравнений с переменными (неизвестными) U2 и U3. На следующем этапе, используя тот же подход, исключают второе неизвестное U2 и вычисляют U3. После чего в случае необходимости с помощью обратной подстановки находят остальные неизвестные.

Предложенную процедуру вычислений можно описать некоторой рекуррентной формулой, которая позволит разработать чёткий алгоритм решения системы алгебраических уравнений.

Однако для анализа частотных характеристик (АЧХ и ФЧХ) такой алгоритм непосредственно применён быть не может, так как коэффициенты 
[image: image69.wmf]ij
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 являются комплексными величинами
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Модифицированный метод Гаусса решения системы линейных алгебраических уравнений с комплексными коэффициентами носит название метода Гаусса-Жордана. Он предполагает, что в результате преобразования исходной системы получаются две отдельные матрицы коэффициентов действительных и мнимых частей.

Теперь рассмотрим в самом общем виде более совершенный метод – метод LU-разложения. Пусть имеется система линейных уравнений

[image: image71.png]



где  [image: image73.png]n



 – матрицы проводимостей размером (n×n) с вещественными коэффициентами;

        [image: image75.png]=



 – n-мерный вектор - столбец независимых переменных (неизвестных величин);

[image: image77.png]


  – n-мерный вектор – столбец известных констант:

[image: image78.png]



Формально эту систему уравнений можно решить, обратив матрицу[image: image80.png]


:
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Найти только одну независимую переменную можно, используя правило Крамера:

[image: image82.png]



где [image: image84.png]


 – определитель матрицы [image: image86.png]


 [image: image88.png]


 – определитель матрицы, в которой столбец, составленный из коэффициентов при неизвестной [image: image90.png]


, заменен столбцом [image: image92.png]


.

Лучшим численным методом решения системы линейных алгебраических уравнений является метод разложения на треугольные матрицы или метод LU-факторизации (LU-разложения). Алгоритмы этого метода близки к методу исключения Гаусса, хотя вычисления могут проводиться в различной последовательности. Основное преимущество метода LU-факторизации  – возможность более простого получения решений для различных векторов [image: image94.png]


 а также для получения транспонированной системы уравнений.

Допустим, что матрицу [image: image96.png]


 можно разложить на два сомножителя:

[image: image97.png]



где

[image: image99.png]


.

Здесь матрица L является нижней треугольной, а матрица [image: image101.png]


 – верхней треугольной.

Алгоритм определения элементов матриц L[image: image103.png]


и [image: image105.png]


 рассмотрим несколько позже, а сейчас допустим, что такое разложение осуществимо. Тогда перепишем исходную систему уравнений в векторной форме:

[image: image107.png]


                                                 (7.6)

Определим вспомогательный вектор [image: image109.png]


 как

[image: image110.png]



Из этого уравнения вектор [image: image112.png]


 найти невозможно, поскольку неизвестен вектор [image: image114.png]


. Однако, подставив [image: image116.png]


 в (7.6), получим:

[image: image118.png]


                                                     (7.7)

Благодаря специальной форме представления матрицы L вектор [image: image120.png]N



   [image: image122.png]MOJKHO JIETKO ONIpeAeTHTh.



 Для этого систему (7.7) запишем в виде системы уравнений:
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или

[image: image124.png]
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,
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Отсюда получим:
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,
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,
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или в общем виде:
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Этот процесс называют прямым исключением (прямой подстановкой или прямым ходом). Чтобы последняя система уравнений имела смысл, диагональные элементы матрицы L должны быть ненулевыми.

Теперь вернемся к векторному уравнению [image: image139.png]


 и найдем вектор неизвестных [image: image141.png]S



 для чего запишем его в координатной форме, а именно:
[image: image142.png]



или
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,
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,
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,

[image: image149.png]



Начиная с последнего уравнения, можно последовательно найти компоненты вектора [image: image151.png]


 В общем случае они определятся по формуле:
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Этот процесс называют обратной подстановкой или обратным ходом. Число операций, требуемых для выполнения как прямой, так и обратной подстановок, равно примерно [image: image156.png]n®/2



, а в сумме для решения требуется [image: image158.png]


 операций. В то же время для метода исключения неизвестных по Гауссу требуется около [image: image160.png]n®/3



 операций.

А теперь займемся выводом алгоритма LU-разложения, то есть вопросом получения матриц L и U. Предполагая, что такое разложение существует, ограничимся матрицами размером 4×4:

[image: image161.png]



Напомним правило умножения двух квадратных матриц – «строка на столбец»:
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Сравним это произведение с матрицей [image: image166.png]


. Видно, что первый столбец разложения остается неизменным и [image: image168.png]Iy =g,t8e i=1,234



 Заметим также, что первая строка произведения может быть использована для определения элементов первой строки матрицы [image: image170.png]


 из решения уравнений  [image: image172.png]9,; = by uy, TAE j=2,3,4,



 например, [image: image174.png]


, так же найдем [image: image176.png]


 и[image: image178.png]


 ([image: image180.png]


, [image: image182.png]


 
Поскольку во втором столбце элементы [image: image184.png]Uys



 и[image: image186.png]1,



 известны, то 
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Так как теперь известны [image: image192.png]


,[image: image194.png]


 и [image: image196.png]


, то можно использовать вторую строку матриц для нахождения [image: image198.png]


,[image: image200.png]e j= 3,
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Далее, чередуя строки и столбцы, можно аналогичным образом найти остальные элементы матриц[image: image204.png]


 и [image: image206.png]


. В результате получим общие соотношения для определения матриц[image: image208.png]


 и [image: image210.png]


 в таком виде:
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Последние уравнения описывают алгоритм разложения на треугольные матрицы, который называется алгоритмом Краута.

Итак, алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений методом[image: image215.png]


-разложения ([image: image217.png]LU



-факторизации) состоит в следующем:

1) зная матрицу проводимостей [image: image219.png]


 (или в общем случае [image: image221.png]


), находят элементы двух специальных треугольных матриц [image: image223.png]


 и [image: image225.png]


 по формулам Краута;

2) находим элементы промежуточной матрицы [image: image227.png]


, которую можно представить в виде векторного произведения 
[image: image228.png]



Расчет проводится по приведенному ранее алгоритму:
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3) наконец, зная элементы матрицы[image: image232.png]


 и матрицы [image: image234.png]


, находим искомые узловые потенциалы [image: image236.png]


 по полученным ранее соотношениям:
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7.3. Анализ электронных схем по постоянному току
Параметры полупроводниковых приборов (полупроводниковых диодов и усилительных приборов - транзисторов) и, следовательно, параметры их схем замещения (или эквивалентных схем) существенно зависят от режима по постоянному току. Например, для биполярных транзисторов этот режим определяется:

I0К – постоянным током коллектора в рабочей точке;

U0К – постоянным напряжением между коллектором и эмиттером (в схеме включения с ОЭ).

Основной отличительной чертой анализа электронных схем по постоянному току является использование нелинейных моделей полупроводниковых приборов, с которыми мы познакомились в предыдущих разделах. Напомним, что такие модели содержат ветви, имеющие нелинейные зависимости тока от напряжения. Например, ток через p-n переход (идеальный диод) описывается следующим компонентным уравнением:
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где 
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 – параметры идеального диода,
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  – напряжение на p-n переходе,
      
[image: image244.wmf]Т

φ

 – температурный потенциал.

Для формирования ММС при анализе электронных схем на постоянном токе целесообразно также использовать метод узловых потенциалов. В результате получим некоторую систему из n нелинейных алгебраических уравнений (заметим, что некоторые из них могут быть линейными):

[image: image245.png]


,

где x1, x2, ... , xn – узловые потенциалы.

В целях краткости обозначений эту систему обычно записывают в матричном виде:

[image: image246.png]Az)=0



                                                   (7.8)

где  x = || x1, x2, ..., xn ||T,  f = || f1, f2, ..., fn ||T  являются n-мерными векторами-столбцами, а знак "T" означает транспонирование матрицы.
Для решения таких систем используются итерационные численные методы (или методы последовательных приближений). При этом чаще всего применяют метод Ньютона или его модификацию – метод Ньютона-Рафсона-Канторовича.

Пусть точный корень векторного уравнения (7.8) имеет вид

[image: image247.png]


.

Тогда идея метода Ньютона состоит в следующем. Предположим, что на k-том шаге итерации найдено k-ое приближение

[image: image248.png]


.

В этом случае точное значение корня векторного уравнения можно представить как

[image: image249.png]= x® 4@,



                                             (7.9)

где [image: image251.png]£® = (e ¥, ., e~ norpemmocrs xopusa x’





Подставим (7.9) в векторное уравнение (7.8) и разложим левую часть этого уравнения в ряд Тейлора в окрестности x(k), ограничившись линейными членами:
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                  (7.10)

Под производной  f '(x) в данном случае понимается матрица Якоби системы функций f1, f2,...,fn относительно переменных x1, x2, ..., xn:
[image: image253.png]6%




Разрешим линейное уравнение (7.10) относительно (k); в результате получим:

[image: image254.png]



Следовательно, следующее приближение равно
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или                    [image: image256.png]D@ g® o g™ W"(x(’")-f(x(’")



.                    (7.11)

Такой итерационный процесс и лежит в основе метода Ньютона. 

Дадим геометрическую интерпретацию этого метода в скалярном случае  f1(x1) = 0, при этом x=x1 (см. рис. 7.5).

Тогда общая формула (7.11) приобретает вид:
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,
где
[image: image258.png]
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Рис. 7.5. Графические построения при использовании метода Ньютона 

Вначале выберем в качестве нулевого приближения корня x1(0) и в точке, соответствующей ординате f1(x1(0)), построим касательную к нашей функции. Затем координату точки пересечения этой касательной с осью абсцисс принимаем за первое приближение x1(1), при этом погрешность

[image: image260.png]0 _ (0 _ 0
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Аналогично находим второе и последующие приближения корня. Таким образом, итерационный процесс в данном примере заключается в том, что для получения следующей итерации x(k+1) нужно найти абсциссу точки пересечения касательной к кривой y1 = f(x1) в точке x1(k) с осью x1. Показанный на рис.7.5 итерационный процесс быстро сходится.

Рассмотрим конкретный пример. Пусть имеется простейшая нелинейная цепь, схема которой изображена на рис. 7.6.
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Рис. 7.6. Простейшая нелинейная цепь с полупроводниковым диодом

Уравнение статического режима при включении постоянного напряжения Eп=const с учётом ВАХ идеального диода (полагая величину объёмного сопротивления реального диода равной нулю) имеет вид:


[image: image262.wmf]Д

Д

Д0

Т

п

exp1

φ

ЕU

R

U

I

m

-

éù

æö

=

êú

ç÷

èø

ëû

×-

,

или
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Решение этого нелинейного уравнения определяется как точка пересечения ВАХ диода с нагрузочной прямой 
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 (рис. 7.7.).
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Рис. 7.7. Графические построения при использовании
метода Ньютона для простейшей нелинейной цепи

Если для итерационного процесса Ньютона задать некоторое начальное приближение 
[image: image267.wmf](
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, то первая итерация x1(1) находится как проекция на ось абсцисс точки пересечения касательной к ВАХ диода в точке x1(0) и нагрузочной прямой. Из рис.7.7  видно, что, если начальное приближение x1(0) выбрано неудачно, например x1(0) близко к нулю, то при вычислении следующего приближения ток диода, зависящий практически экспоненциально от напряжения 
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, может достичь весьма больших величин, что приведёт к переполнению разрядной сетки ПЭВМ. Чтобы избежать в этом случае машинного останова, можно рекомендовать следующий выход: исходя из физических соображений определяется максимально возможный ток диода в схеме 
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Итак, в рассмотренном примере при правильном выборе нулевого приближения итерационный процесс быстро сходится.

Однако возможны иные ситуации. Пусть функция 
[image: image273.wmf](
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 выпуклая, как показано на рис. 7.8.
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Рис. 7.8. Графические построения при использовании
метода Ньютона для выпуклой функции

Зададим нулевое приближение [image: image276.png](0)




 и по формуле x1(1) = x1(0) + (0) найдём следующее приближение. Вычислим невязку полученного приближения, т.е. значение функции y1(1)=f1(x1(1)) в точке x1(1). Из рис.7.8 видно, что невязка первой итерации больше невязки начального приближения

[image: image277.png]1) L@ 0; 0;
i’ >y, ey = f1.()




Это означает, что в результате первой итерации мы не приблизились к точному решению, а, наоборот, отдалились от него.

Поэтому в таком случае для ускорения сходимости разумно прибавить к значению [image: image279.png](0)
x



 не полную величину (0), а часть её:
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Примем  γ=0,5. Если и в скорректированной точке x1(1)=x1(0)+0,5(0) получим невязку

y1(1)=f1(x1(1)),

большую начальной невязки [image: image282.png](0]



, то следует положить γ=0,25 и так далее, пока не получим невязку, меньшую начальной невязки [image: image284.png]L0




Обобщая приведённые рассуждения на многомерный случай, получим соотношение, используемое в модифицированном методе Ньютона:
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	(7.12)


Этот метод называется методом Ньютона-Рафсона-Канторовича (НРК). Вначале полагается γ=1. Вводится норма невязки предыдущей итерации
[image: image286.png]



Рассчитывается норма невязки следующего приближения при γ=1:

[image: image287.png]



Если окажется, что S>C, то полагают γ=0,5 и повторяют расчёт по формуле (7.12). При необходимости величину γ последовательно уменьшают в два раза, пока не добьются неравенства [image: image288.png]S=C



. Если этого не удаётся достичь, то итерационный процесс расходится.

Отметим общую особенность решения системы нелинейных алгебраических уравнений - необходимость достаточно точно указать нулевое приближение. Графические построения на рис.7.9  иллюстрируют возможность зацикливания итерационного процесса в одномерном случае.
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Рис. 7.9. Геометрическая интерпретация метода Ньютона
в случае расходящегося итерационного процесса

Для более сложных задач реальное поведение приближений x(k) при плохом начальном приближении становится более запутанным и трудно поддающимся анализу. Поэтому для успешного применения метода Ньютона необходимо достаточно точно оценивать начальное приближение x(0).

Опыт показывает, что при расчётах транзисторных электронных схем начальное приближение целесообразно получать, выполняя прикидочный расчёт с привлечением статических ВАХ усилительных приборов.

7.4. Анализ переходных процессов в электронных схемах
Анализ переходных процессов или в общем случае анализ нелинейной инерционной электронной схемы во временной области включает в себя составление ММС в виде некоторой системы нелинейных дифференциальных и алгебраических уравнений и её численное решение.

При составлении такой системы целесообразно также использовать метод узловых потенциалов.

В общем виде эта система описывается следующим образом:

	
	[image: image290.png]



	(7.13)


где m – количество дифференциальных уравнений,
      n – общее количество уравнений.

Переменными  x1, x2, ..., xm являются напряжения на конденсаторах и токи в индуктивностях. Остальные переменные – это узловые напряжения на резисторах.

Систему (7.13) запишем в векторной форме

[image: image291.png]Flxxe)=0




где  X = |x1, x2, ..., xn|T – n-мерный вектор-столбец переменных в виде транспонированной матрицы,  f = |f1, f2, ..., fn|T – n-мерная вектор-функция также в виде транспонированной матрицы.

Рассмотрим основные методы численного решения дифференциальных уравнений или их численного интегрирования.

Вначале дадим интерпретацию идеи известных методов численного интегрирования на простом примере.

Предположим, что имеется уравнение первого порядка, которое разрешено относительно производной:

[image: image292.png]i=flxt)




На отрезке интегрирования t([0,T], где T – интервал (или период) интегрирования, выделяем конечное число точек – узлов интегрирования tk, в которых последовательно определяются значения x(t):

[image: image293.png]x(t,), x(ty ) x(T).




Обозначим временной интервал между двумя соседними узлами

[image: image294.png]



и назовём его шагом интегрирования.

В дальнейшем будем предполагать, что процесс интегрирования проводится с постоянным шагом, т.е.

[image: image296.png]


  при k = 1, 2, ..., N.

Таким образом, процесс решения задачи сводится к нахождению для очередного момента времени tk+1 значения xk+1=x(tk+1) по уже известным значениям узловых напряжений (или токов) и их производных в предыдущих временных узлах.
Практическое применение в программах анализа в схемотехнических САПР нашли методы, когда используется информация лишь об одной предыдущей точке:

[image: image297.png]


.                           (7.14)

Методы численного интегрирования разделяются на явные и неявные.
Явным методам соответствует условие b0 = 0, при котором в правой части соотношения (7.14) будут только уже известные величины, относящиеся к предыдущим точкам. Поэтому значение xk+1 оказывается представленным в явном виде и может быть вычислено непосредственно.

Для неявных методов b0 ≠ 0, и неизвестные величины присутствуют в обеих частях соотношения (7.14); поэтому для вычисления xk+1 приходится решать это уравнение.

Кратко рассмотрим примеры таких методов применительно к решению дифференциального уравнения 
[image: image298.png]



Явный или прямой метод Эйлера. В этом случае моменту времени tk+1 соответствует соотношение
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которое называется прямой формулой Эйлера и может быть получено из (7.14) при условии

[image: image300.png]



На рис. 7.10 показано, что искомая временная функция x(t) на каждом шаге интегрирования аппроксимируется отрезком прямой, совпадающим с касательной к x(t) в точке xk. В результате ошибка вычисления возрастает при увеличении шага интегрирования h.

[image: image301.png]



Рис. 7.10. Графическая интерпретация прямого метода Эйлера

Прежде чем перейти к рассмотрению неявных методов, рассчитаем переходной процесс в цепи, изображённой на рис. 7.11, с помощью прямой формулы Эйлера. В такой цепи происходит разряд конденсатора с ёмкостью C = 1 мкФ, заряженного до напряжения 1 В, через резистор с сопротивлением R = 1 кОм.

[image: image302.png]|





Рис. 7.11. Простейшая RC-цепь

Если принять uc(t) = x(t), x(0)= 1В и постоянную времени = RC = 10-3 с, то процессы в этой цепи будут описываться дифференциальным уравнением такого вида:

[image: image303.png]


                                                    (7.15)

с начальным условием x(0)=1.

Если решать это уравнение с помощью прямой формулы Эйлера и выбрать h = 200 мкс, то
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и т.д.

Решение уравнения (7.15) для различных значений шага интегрирования h приведено в табл. 7.1.

Таблица 7.1

Результаты решения (7.15) с помощью прямой формулы
Эйлера с шагом h = 200 мкс и с шагом h = 20 мкс.

	T
	x
(точное значение)
	h = 200 мкс
	h = 20 мкс

	
	
	номер шага
	x
	ошибка,

%
	номер шага
	x
	ошибка,
%

	0.200
	0.81873
	1
	0.80000
	-2.288
	10
	0.81707
	-0.202

	0.400
	0.67032
	2
	0.64000
	-4.523
	20
	0.66761
	-0.405

	0.600
	0.54881
	3
	0.51200
	-6.708
	30
	0.54548
	-0.606

	0.800
	0.44933
	4
	0.40960
	-8.842
	40
	0.44570
	-0.808

	1.000
	0.36788
	5
	0.32768
	-10.927
	50
	0.36417
	-1.008

	………………………………………………………………………………

	3.200
	0.04076
	16
	0.02815
	-30.947
	160
	0.03946
	-3.192

	3.400
	0.03337
	17
	0.02252
	-32.527
	170
	0.03224
	-3.388

	3.600
	0.02732
	18
	0.01801
	-34.071
	180
	0.02634
	-3.583

	3.800
	0.02237
	19
	0.01441
	-35.579
	190
	0.02153
	-3.779

	4.000
	0.01832
	20
	0.01153
	-37.053
	200
	0.01759
	-3.974


Неявный или обратный метод Эйлера. Соотношение (7.14) при условии b0=a1=1, b1=0 даёт обратную формулу Эйлера:
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	(7.16)




которая представляет собой алгебраическое уравнение относительно неизвестной xk+1. На каждом шаге интегрирования приходится решать это уравнение одним из известных итерационных методов.

Например, используя метод простой итерации с начальным приближением на (k+1) шаге x(0)k+1 и итерационной формулой (7.16), можно найти следующую последовательность приближений:
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и так далее до тех пор, пока не выполнится условие
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где  – малая величина ( = 10-3 ÷ 10-5).

В качестве начального приближения x(0)k+1 целесообразно использовать значение xk+1, полученное по прямой формуле Эйлера.

На рис. 7.12  приведены графические построения, которые иллюстрируют применение обратной формулы Эйлера.
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Рис. 7.12. Графическая интерпретация обратного метода Эйлера

Определение значений x(t) с помощью прямой, экстраполирующей формулы Эйлера, называют прогнозом, а процесс их уточнения с помощью обратной формулы – коррекцией. Таким образом, явный метод Эйлера использует формулу прогноза, а неявный – формулу коррекции.

Рассмотрим теперь процесс численного решения дифференциального уравнения (7.15) с помощью обратной формулы Эйлера. Вначале примем шаг h = 200 мкс. Тогда для нахождения x1=x(200 мкс) нужно решить уравнение
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Для его решения воспользуемся методом простых итераций, а в качестве начального приближения x1(0) возьмём x(200 мкс) = 0,8, полученное с помощью прямой формулы Эйлера. Тогда

[image: image310.png]x =x,-200-10° - 1000-0,8=0,84;
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Решения уравнения (7.15) для различных значений шага интегрирования приведены в табл. 7.2.

Таблица 7.2

Результаты решения уравнения (7.15) с помощью обратной
формулы Эйлера с шагом h = 200 мкс и с шагом h = 20 мкс
	T
	x
(точное значение)
	h = 200 мкс
	h = 20 мкс

	
	
	номер шага
	x
	ошибка,

%
	номер шага
	x
	ошибка,

%

	0.200
	0.81873
	1
	0.83328
	1.777
	10
	0.82041
	0.206

	0.400
	0.67032
	2
	0.69436
	3.586
	20
	0.67308
	0.412

	0.600
	0.54881
	3
	0.57859
	5.426
	30
	0.55220
	0.618

	0.800
	0.44933
	4
	0.48213
	7.300
	40
	0.45304
	0.825

	1.000
	0.36788
	5
	0.40175
	9.207
	50
	0.37168
	1.032

	………………………………………………………………………………

	3.200
	0.04076
	16
	0.05403
	32.555
	160
	0.04212
	3.340

	3.400
	0.03337
	17
	0.04502
	34.911
	170
	0.03456
	3.553

	3.600
	0.02732
	18
	0.03752
	37.308
	180
	0.02835
	3.765

	3.800
	0.02237
	19
	0.03126
	39.748
	190
	0.02326
	3.979

	4.000
	0.01832
	20
	0.02605
	42.232
	200
	0.01908
	4.192


Метод трапеций. Если в (7.14) положить a1 = 1 и b0 = b1 = 0,5, то будет получена так называемая формула трапеций
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Её анализ показывает, что она является неявной формулой – формулой коррекции, так как на каждом шаге для определения xk+1 приходится решать соответствующее уравнение.

Рассмотрим процесс численного решения дифференциального уравнения (7.15) с помощью формулы трапеций. Выберем шаг h = 200 мкс. Тогда для нахождения x1 = x(200 мкс) нужно решить уравнение
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Для его решения воспользуемся методом простых итераций, а в качестве начального приближения x1(0) возьмём x(200 мкс)=0,8, полученное с помощью прямой формулы Эйлера. Тогда
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Решения уравнения (7.15) для различных значений шага интегрирования h приведены в табл. 7.3.

Таблица 7.3

Результаты решения уравнения (7.15) с помощью
формулы трапеций с шагом h = 200 мкс и с шагом h = 20 мкс
	T
	x
(точное значение)
	h = 200 мкс
	h = 20 мкс

	
	
	номер шага
	x
	ошибка,
%
	номер шага
	x
	ошибка,
%

	0.200
	0.81873
	1
	0.81820
	-0.065
	10
	0.81873
	-0.001

	0.400
	0.67032
	2
	0.66945
	-0.130
	20
	0.67031
	-0.001

	0.600
	0.54881
	3
	0.54774
	-0.194
	30
	0.54880
	-0.002

	0.800
	0.44933
	4
	0.44816
	-0.259
	40
	0.44932
	-0.002

	1.000
	0.36788
	5
	0.36669
	-0.324
	50
	0.36787
	-0.003

	……………………………………………………………………………...

	3.200
	0.04076
	16
	0.04034
	-1.032
	160
	0.04076
	-0.007

	3.400
	0.03337
	17
	0.03301
	-1.096
	170
	0.03337
	-0.007

	3.600
	0.02732
	18
	0.02701
	-1.161
	180
	0.02732
	-0.008

	3.800
	0.02237
	19
	0.02210
	-1.225
	190
	0.02237
	-0.009

	4.000
	0.01832
	20
	0.01808
	-1.289
	200
	0.01831
	-0.009


На основании проведённых численных расчётов можно сделать следующие выводы:

1. Ошибка вычислений при использовании всех рассмотренных методов численного интегрирования возрастает как при увеличении шага интегрирования h, так и с увеличением номера шага.

2. Использование как прямого, так и обратного методов приводит к наибольшим погрешностям, причём практически одного порядка.

3. Применение метода трапеций позволяет получить наименьшую погрешность вычислений.

В методе Рунге-Кутта m-го порядка, когда используются производные из ряда Тейлора до m-го порядка, отрезок ряда Тейлора для функции f (x,t) с производными до m-го порядка включительно преобразуется к виду, не содержащему производных. Подробное описание такого преобразования весьма громоздко, поэтому здесь в качестве примера приведем лишь некоторые конечные формулы для метода Рунге-Кутта. Формула Рунге-Кутта первого порядка совпадает с формулой Эйлера:
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а второго порядка – с формулами улучшенного метода Коши-Эйлера. Формулы Рунге-Кутта при каждом m > 2 имеют разновидности. Так, для m = 3 наиболее распространены соотношения:

[image: image315.png]X,eq =%, + 1/6(ky + 4k, + k),




где                                         [image: image317.png]ky=h-f(x, ta),
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[image: image319.png]ky=h-f(x,—k, + 2k, t, + h).




Наиболее важное достоинство метода Рунге-Кутта – его точность, если выбрать метод достаточно высокого порядка. Ошибка метода Рунге-Кутта m-го порядка определяется как [image: image321.png]


. Основной недостаток – большое время счета. Так, для наиболее распространенного метода четвертого порядка ошибка по порядку величины будет [image: image323.png]


, а время вычисления примерно в 4 раза больше времени счета по Эйлеру, требующему лишь однократного вычисления правой части обыкновенного дифференциального уравнения.

Отметим, что при использовании методов численного интегрирования возникает проблема их устойчивости, которая связана с характером изменения накопленной погрешности. Если она в процессе интегрирования не возрастает, то используемый метод численного интегрирования устойчив; если даже при небольших ошибках вычислений погрешность растёт от шага к шагу, то метод будет неустойчивым при данных величинах шагов, а результаты вычислений окажутся бесполезными, так как будут сильно искажены.

В заключение сформулируем особенности расчёта переходных процессов в общем случае – при решении системы дифференциальных и алгебраических уравнений, приведённой в начале данного параграфа.

Во-первых, нелинейная инерционная электронная схема описывается системой уравнений, состоящей как из нелинейных дифференциальных, так и нелинейных алгебраических уравнений. Причём дифференциальные уравнения не всегда разрешены относительно производных, что не позволяет непосредственно использовать широко известные методы решения Эйлера и Рунге-Кутта.

Во-вторых, существует проблема большого разброса постоянных времени усилительных устройств. Постоянные времени в области нижних н и верхних частот в сильно отличаются друг от друга (н »в). Явные методы численного интегрирования, к которым относятся прямой метод Эйлера и метод Рунге-Кутта, устойчивы, если шаг интегрирования h меньше самой малой из постоянных времени схемы, т.е. h<в. Такое соотношение разумно при исследовании быстро нарастающих (или спадающих) фронтов импульса. Однако оно совершенно недопустимо при исследовании медленных процессов на вершине импульса: решение слишком затягивается, а укрупнить шаг нельзя из-за потери устойчивости. В связи с этим при расчёте переходных процессов в нелинейных инерционных схемах с большим разбросом постоянных времени используются неявные методы интегрирования, в том числе с автоматическим выбором шага интегрирования в зависимости от скорости изменения решения. Таким образом, на крутых участках, где решение изменяется быстро, выбирается мелкий шаг, а на пологих – величина шага увеличивается.

7.5. Анализ чувствительности электронных схем

Определение. Чувствительность представляет собой меру изменения той или иной характеристики электронной цепи, вызванного изменением параметров одного или нескольких компонентов её схемы.

Введём понятие чувствительности по Боде (или относительной чувствительности). Пусть  
[image: image324.wmf](
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  – некоторая функция одного действительного аргумента. Тогда согласно определению по Боде однопараметрическая чувствительность функции 
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 по отношению к параметру 
[image: image326.wmf]x

:


[image: image327.wmf] ln

 ln

y

x

dydydxdyx

S

dxyxdxy

===×

,

откуда


[image: image328.wmf]y

x

dydx

S

yx

=×

.

Перейдём от бесконечно малых приращений аргумента и функции к их конечным малым приращениям, в результате получим
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Обычно функция 
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 является функцией многих действительных независимых переменных, которые могут варьироваться одновременно
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Определим относительное приращение для функции многих независимых переменных
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Введём понятие допуска:
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где 
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 – допуск на 
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 - й параметр.

Рассмотрим ситуацию наихудшего случая. Будем считать, что все допуски равны друг другу, и равны максимальному допуску
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Тогда для отношения 
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 можно записать следующее неравенство
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где выражение 
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 называется многопараметрической чувствительностью наихудшего случая (МЧНС).

МЧНС даёт очень завышенную («пессимистическую») оценку чувствительности. Поэтому часто рассматривают более реалистическую многопараметрическую статистическую чувствительность.

Теперь будем предполагать, что все независимые переменные 
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 - случайные величины с нормальным законом распределения и среднеквадратическим отклонением
[image: image342.wmf](

)

xx

ii

s

D

.

Тогда можно записать 
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Обычно предполагают, что 
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Можно ввести понятие многопараметрической статистической чувствительности
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Обсудим компьютерные методы расчёта чувствительности. На практике часто используют метод малых приращений и метод Тевенена.
Рассмотрим более простой и понятный метод малых приращений вначале применительно к функции многих действительных аргументов (или многих независимых переменных)
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При  этом парциальная чувствительность рассчитывается по формуле
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Если такая функция приобретает некоторое малое конечное приращение 
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где 
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 - го аргумента.

Тогда чувствительность


[image: image354.wmf](

)

10200

0

00

0

,,...,,...,

yiin

i

x

i

i

Fxxxxxy

x

S

xy

+D-

=´

D

.

Нетрудно сделать вывод о том, что для расчёта всех 
[image: image355.wmf]y
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 нужно проанализировать схему 
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 раз. Следовательно, такой метод не отличается экономичностью с точки зрения вычислительных затрат.
Теперь рассмотрим очень важный для практики анализа сложных электрических схем случай. Пусть комплексный коэффициент усиления
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Тогда после логарифмирования получим
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Согласно определению относительной чувствительности по Боде
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где 
[image: image361.wmf](
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 – относительная чувствительность модуля коэффициента передачи;
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 – относительная чувствительность фазы коэффициента передачи.

Переходя от производных к конечным малым приращениям, несложно получить выражения для 
[image: image363.wmf](
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. Последние выражения рассчитываются на ПЭВМ с помощью метода малых приращений:
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Как следует из приведённых соотношений, анализ схемы должен производиться дважды: при номинальном значении параметра 
[image: image367.wmf]0
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 и при его изменении на величину 
[image: image368.wmf]x

D

. Такой алгоритм и реализуется при компьютерных расчётах.
7.6. Алгоритмы расчета шумов электронных схем

Рассмотрим способы расчёта спектральной плотности шума на выходе линейной схемы и коэффициента шума.

Источниками внутреннего шума являются все резисторы, полупроводниковые приборы, в том числе активные усилительные приборы – транзисторы и интегральные микросхемы (см. соответствующий раздел лекционного курса). При расчёте спектральной плотности выходного шума сначала составляется линейная схема замещения анализируемой схемы, в которую дополнительно включаются источники внутреннего шума.

Шумы входного генератора сигналов, который включается на вход схемы, имитируются подключением к входным зажимам дополнительного шумящего резистора, сопротивление которого равно выходному сопротивлению источника сигнала (при 
[image: image369.wmf]20
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 или 
[image: image370.wmf]293
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). Все источники шумов, как правило, считаются статистически независимыми.

Наибольшее распространение получили два алгоритма расчёта шумов:

- непосредственный расчёт;

- расчёт с использованием функций чувствительности.

Первый алгоритм отражает традиционный классический подход к решению этой задачи; второй более эффективен с точки зрения вычислительных затрат.

Непосредственный расчёт спектральной плотности шума и коэффициента шума. Такой расчёт сводится к вычислению вклада каждого источника шума в спектр выходного напряжения в заданных точках частотного диапазона. В основе такого расчёта лежит уравнение электронной схемы, составленное в частотной области с использованием метода узловых потенциалов:
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где 
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 - матрица проводимостей ветвей эквивалентной схемы замещения (с размерностью 
[image: image373.wmf]nn
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);

       
[image: image374.wmf]n

 - количество узлов схемы, не считая базового узла, который принимают нулевым;
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 - 
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-мерный вектор узловых потенциалов (напряжений);
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 - 
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-мерный вектор независимых шумовых источников тока.

Такое уравнение позволяет найти передаточную функцию 
[image: image379.wmf](
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-й узел цепи:
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При этом все остальные компоненты вектора 
[image: image384.wmf]I
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 считаются равными нулю:
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На основе теории случайных процессов определяется энергетический спектр выходного напряжения, обусловленный действием эквивалентного источника шумового тока 
[image: image386.wmf]i
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где 
[image: image388.wmf](
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 - энергетический спектр генератора шумового тока, включенного в 
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-й узел.

Суммарный энергетический спектр выходного напряжения
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Расчёт всех коэффициентов передачи 
[image: image391.wmf](
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 производится путём решения n раз матричного уравнения 
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 методом исключения Гаусса или методом LU – разложения (факторизации) для каждого значения частоты 
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На основе изложенной методики можно определить также дифференциальный коэффициент шума
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где 
[image: image395.wmf](
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 - спектральная плотность тепловых шумов источника входного сигнала, пересчитанная на выход цепи через модуль передаточной функции 
[image: image396.wmf](
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. При этом все источники внутренних шумов отключены, а учитываются только шумы выходного сопротивления источника входного сигнала 
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, имеющего температуру 
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Расчёт спектральной плотности шума с помощью функций чувствительности. Рассмотренный нами метод непосредственного расчёта спектральной плотности шума требует для каждой частоты 
[image: image399.wmf]к
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 решать n раз матричное уравнение 
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Однако известен более эффективный метод расчёта, основанный на применении функций чувствительности, согласно которому для каждого значения 
[image: image401.wmf]к
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 указанное матричное уравнение решается только один раз.

Рассмотрим этот метод более подробно. Выделим одну из ветвей линейного четырёхполюсника, как показано на рис. 7.13.

Источник внутренних шумов этой ветви 
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 можно имитировать изменением сопротивления ветви следующим образом. При 
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 в выделенной ветви, тогда напряжение на ветви равно
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Добавочный источник напряжения 
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 в выделенной ветви вызовет изменение напряжения на 
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 и тока ветви на 
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. При этом справедливо соотношение
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Отсюда, используя предыдущее соотношение, получим
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Рис. 7.13. Имитация источника шума: 

 а – фрагмент цепи с источником шума; б – имитация изменением импеданса ветви

Изменение тока 
[image: image414.wmf]I
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 и напряжения ветви 
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 можно вызвать также изменением импеданса
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, как это показано на рис. Тогда для выделенной ветви рис. можно записать
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На основании сравнения последних выражений, и пренебрегая членами второго порядка малости, шумовой источник напряжения 
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 можно имитировать изменением импеданса ветви:
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Откуда
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Из последнего выражения получим
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Чувствительность передаточной функции четырёхполюсника 
[image: image423.wmf](
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При неизменной величине  Uг = const справедливы соотношения:
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Тогда выражение для 
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Решая полученное уравнение относительно 
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В общем случае все величины, входящие в полученное уравнение – комплексные.

Положим, что 
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 - напряжение идеализированной (не содержащей источников шума) ветви. Тогда
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По существу, два первых сомножителя – это коэффициент передачи шумового источника 
[image: image436.wmf]ш
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 на выход.

Последнее выражение определяет вклад ветви с импедансом 
[image: image437.wmf]z

 в общее выходное шумовое напряжение четырёхполюсника.

Рассматривая 
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 как источник шума, имеющий спектральную плотность шума
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, можно найти значение спектральной плотности шума на выходе четырёхполюсника, обусловленной этим источником:
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Если все шумовые источники некоррелированы, то можно найти спектральную плотность выходного шумового напряжения от нескольких шумовых источников в таком виде
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В соответствии с последней формулой алгоритм расчёта спектральной плотности шума должен включать расчёт напряжений ветвей и выходного напряжения при гармоническом входном напряжении, а также расчёт чувствительностей. Для этого можно использовать алгоритм расчёта функций чувствительности, который рассмотрен нами ранее и реализуется в стандартных программах.

7.7. Учет влияния технологического разброса 

параметров электронных компонентов на характеристики РЭУ

Одна из задач автоматизированного проектирования РЭУ – это анализ характеристик РЭУ при отклонениях параметров его компонентов от номинальных значений.

Эти отклонения могут быть как случайными, так и неслучайными (детерминированными).

Случайные отклонения обусловлены, в первую очередь, технологическим разбросом параметров электронных компонентов. Назовём примеры таких параметров:

сопротивление резисторов, ёмкость конденсаторов, индуктивность катушек, характеристики и эквивалентные параметры полупроводниковых диодов, активных элементов (транзисторов, операционных усилителей и др.)

Кроме того, существуют случайные отклонения, вызванные изменением перечисленных выше параметров в процессе старения.

Неслучайные (детерминированные) отклонения связаны с зависимостью параметров электронных компонентов от температуры.

Анализ характеристик РЭУ при случайных отклонениях параметров называют статистическим анализом.

В программных пакетах семейства Micro-CAP такой анализ выполняется методом Монте-Карло (по названию знаменитого города, который получил свою известность благодаря игровым автоматам).

Статистический анализ характеристик РЭУ методом Монте-Карло включает в себя следующие операции:

Многократное моделирование случайного разброса параметров компонентов в соответствии с заданным законом распределения вероятностей.

Моделирование РЭУ для каждого случайного набора параметров.

Статистическая обработка результатов моделирования.

Подчеркнём, что статистические испытания могут проводиться при использовании любого режима анализа:

- расчёта схемы по постоянному току (DC Analysis);

- моделирование переходных процессов (Transient Analysis);

- расчёта частотных характеристик (АЧХ и ФЧХ) и шумов (AC Analysis).

Начнём обсуждение с первой операции статистического анализа – моделирования случайного разброса параметров электронных компонентов.

Итак, напомним, что случайное значение параметра 
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 рассчитывается по формуле:
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где 
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 - номинальное значение параметра компонента;


[image: image445.wmf]δ

x

- относительная величина разброса параметра;
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- центрированная случайная величина, имеющая заданный закон распределения вероятностей со стандартными параметрами.

Реализации случайной величины 
[image: image447.wmf]ξ

 вычисляются с помощью специальных алгоритмов, которые называются датчиками (или генераторами) случайных чисел.

Основой всякого датчика является датчик случайных чисел, равномерно распределённых в интервале 
[image: image448.wmf][
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, поскольку равномерное распределение может быть достаточно несложно преобразовано в любое другое. Фактически эти числа являются псевдослучайными, поскольку они формируются по определённому алгоритму с неслучайными параметрами. Однако последовательности таких чисел имеют весьма большой период повторения и обладают многими свойствами «настоящих» случайных величин. Поэтому они широко применяются при статистическом моделировании в самых различных областях.

Напомним следующие понятия:

- закон распределения случайной величины 
[image: image449.wmf]x
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- плотность вероятности 
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Рассмотрим, как производится формирование псевдослучайного числа 
[image: image455.wmf][
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1. По линейной рекуррентной формуле
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вычисляется целое псевдослучайное число 
[image: image457.wmf]n
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. Параметрами рекуррентной формулы являются: множитель 
[image: image458.wmf]a

, смещение 
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, модуль М, начальное значение 
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k

. Величина М определяет максимально возможный период последовательности.

2. Нормировкой на М вычисляется соответствующее псевдослучайное число из интервала 
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Построение датчика случайных чисел, имеющих произвольное непрерывное распределение вероятностей, основано на следующей теореме:

Если случайная величина 
[image: image463.wmf]ξ

 имеет интегральную функцию распределения вероятностей 
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 является равномерным в интервале 
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Согласно этой теореме для моделирования случайной величины 
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 нужно с помощью датчика равновероятных случайных чисел сформировать случайную величину 
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 и затем преобразовать её в соответствии с функцией 
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, обратной интегральной функции распределения 
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Рассмотрим пример. Пусть требуется получить случайную величину, имеющую распределение Релея с параметром 
[image: image472.wmf]σ

. Таким распределением часто описывается амплитуда радиосигнала, применяемого в условиях замираний. Плотность вероятности и интегральная функция распределения такой случайной величины равны соответственно
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Обратная функция 
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 находится как решение уравнения
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Поскольку при равномерном распределении случайной величины 
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 случайная величина 
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 также равномерно распределена в интервале 
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, то формулу для получения случайной величины 
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, имеющей распределение Релея, можно записать в следующем виде:
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В пакете Micro-CAP предусмотрено моделирование случайных отклонений параметров компонентов от номинального значения в соответствии с тремя законами распределения вероятностей:

- распределение, которое соответствует наихудшему случаю (Worst case distribution);

- равномерное распределение (Uniform distribution);

- гауссово (нормальное) распределение (Gaussian distribution).

При задании распределения, которое соответствует наихудшему случаю, случайная величина 
[image: image485.wmf]ξ

 с вероятностью 0,5 принимает значение либо -1, либо +1. Следовательно, параметр компонента равен:

либо 
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В случае равномерного распределения случайная величина 
[image: image488.wmf]ξ

 с равной вероятностью принимает любое значение в интервале 
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. Следовательно, параметр компонента имеет равномерное распределение в интервале:
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Наконец, в случае гауссова распределения случайная величина 
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 имеет плотность вероятности
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где среднеквадратическое отклонение 
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 связано с относительной величиной разброса параметра 
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 соотношением


[image: image495.wmf]ном

δ

σ

x

x

SD

×

=

.

Здесь 
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 - коэффициент, определяющий вероятность попадания параметра 
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 в интервал 
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 (см. табл. 7.4).

                       Таблица 7.4 

Связь коэффициента 
[image: image499.wmf]SD

с величиной вероятности
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	Вероятность

	1,00
	0,680

	1,96
	0,950

	2,00
	0,955

	2,58
	0,990

	3,00
	0,997

	3,29
	0,999


Значение этого коэффициента задаётся в основных установках (Global Settings) системы MicroCAP; по умолчанию он равен 2,58, что соответствует вероятности 0,99. Такое значение следует использовать в том случае, когда известно, что производитель компонента гарантирует, что 99% всех изделий имеет отклонение параметра от номинального значения в пределах указанного допуска 
[image: image501.wmf]δ
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 (например, 5%). Если гарантируется, что только для 95% всех изделий отклонение от номинала не превышает указанный допуск, то при проведении статистического анализа нужно задать величину коэффициента SD равной 1,96.

Теперь обсудим выполнение второй операции статистического анализа.

В системе MicroCAP режим моделирования случайного разброса параметров компонентов при расчёте частотных характеристик задаётся следующим образом. Сначала нужно провести расчёт частотной характеристики при номинальных значениях параметров компонентов (Analysis > AC…). Затем в окне АС Analysis выбрать пункт меню Monte Carlo, и в нём подпункт Options. При этом открывается окно Monte Carlo Options. Здесь задаётся закон распределения случайных разбросов (Uniform – равномерный, Gauss – гауссов (нормальный), Worst case – распределение, соответствующее наихудшему случаю) и число статистических испытаний (Number of Runs). В поле Report When (сообщить, когда) можно также определить условие, при котором в выходной текстовый файл будет записано сообщение о выходе какого-либо параметра за заданные границы. Перед выполнением моделирования переключатель Status следует поставить в положение On (включено). После задания параметров статистических испытаний для выполнения моделирования нужно в окне АС Analysis нажать на кнопку Run. Аналогичным образом проводится моделирование в режиме расчёта по постоянному току и моделирования переходных процессов.

Величина 
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 относительного отклонения параметров компонентов от номинальных значений задаётся с помощью операторов .MODEL, описывающих модели компонентов. Для задания имени модели резистора нужно дважды щёлкнуть по изображению соответствующего резистора на электрической схеме.

После этого в открывшемся окне под названием Resistor в строке MODEL следует указать имя модели, например, RES1. После задания имени модели становятся доступными для редактирования поля, в которых указываются параметры модели. Для моделирования случайного разброса сопротивления резисторов в поле параметра R нужно задать величину масштабного множителя, на который умножается номинальное значение сопротивления (по умолчанию равен 1), и затем через пробел ввести ключевое слово LOT, знак = и величину разброса в процентах. Например, для описания модели с именем RES1, имитирующей резистор с 10%-м разбросом сопротивления и масштабным множителем. равным 1, в поле R нужно ввести:

1 LOT = 10%

Аналогично для ввода параметров модели конденсатора нужно дважды щёлкнуть по графическому изображению конденсатора на схеме устройства. После этого в открывшемся окне под названием Capacitor в строке MODEL следует указать имя модели, например, САР3, а затем в поле параметра С задать масштабный множитель и величину разброса ёмкости в процентах, например:

1 LOT = 5%

Для равномерного распределения и распределения, соответствующего наихудшему случаю, параметр LOT устанавливает пределы изменения параметров компонентов, а для нормального распределения (по умолчанию) – границы интервала, содержащего 99% значений этих параметров.

Если технологический разброс R составляет 
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, то при нормальном распределении
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Наконец, для выполнения третьей операции статистического анализа – для статистической обработки результатов в пакете семейства Micro-CAP используется специальная подпрограмма. После такой обработки строится график гистограммы и выводятся оценки статистических характеристик параметра: минимальное (Low), среднее (Mean), максимальное значения (High) и среднеквадратическое отклонение (Sigma).

7.8. Анализ характеристик РЭУ с учетом влияния температуры окружающей среды

Для проведения анализа характеристик РЭУ с учётом влияния температуры необходимо использовать модели электронных компонентов, учитывающие температурную зависимость параметров. В программных пакетах семейства MicroCAP используются SPICE – модели [1,2]. Для ряда компонентов (например, для полупроводниковых диодов и некоторых типов биполярных и полевых транзисторов) такие модели включены непосредственно в стандартные библиотеки системы моделирования MicroCAP и называются встроенными SPICE-моделями.

Напомним, что SPICE-модель включает в себя:

1) эквивалентные схемы или схемы замещения для конкретного электронного компонента;

2) перечень параметров и коэффициентов модели, который включает как электрические, так и электрофизические параметры;

3) набор уравнений, которые описывают зависимость элементов эквивалентной схемы конкретного компонента от напряжений, токов и от температуры окружающей среды.

Для пассивных компонентов предусмотрена возможность задания коэффициентов, учитывающих влияние температуры. но их численные значения должен задать пользователь или разработчик; по умолчанию они принимаются равными нулю.

Значения температурных коэффициентов так же, как и значения технологического разброса, задаются с помощью операторов .MODEL, описывающих модели компонентов.

Например, для модели резистора задаются:

- линейный температурный коэффициент сопротивления ТС1;

- квадратичный температурный коэффициент сопротивления ТС2;

- экспоненциальный температурный коэффициент сопротивления ТСЕ.

Если экспоненциальный температурный коэффициент не задан, то сопротивление резистора определяется как
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где 
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 - сопротивление резистора при номинальной температуре 
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Для конденсаторов и катушек индуктивности зависимость параметров от температуры моделируется аналогично, но с использованием только линейного и квадратичного температурного коэффициентов.

Так, например, для модели конденсатора задаются:

- линейный температурный коэффициент ёмкости ТС1(°С-1)

- квадратичный температурный коэффициент ёмкости ТС2 (°С-1).

Тогда ёмкость конденсатора определяется так:
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В случае активных элементов (или усилительных приборов) БТ и ПТ учёт температурных зависимостей значительно осложняется, так как температура воздействует как на режим работы АЭ по постоянному току (для БТ это [image: image511.png]


 и [image: image513.png]


, для ПТИ – это [image: image515.png]


 и [image: image517.png]


), так и непосредственно на значения элементов, входящих в состав эквивалентных схем усилительных приборов (физическая эквивалентная схема Джиаколлетто для БТ, эквивалентная схема Шихмана-Ходжеса для ПТ с управляющим p-n переходом).

Режим работы АЭ – усилительных приборов изменяется в связи с тем, что изменения температуры оказывают влияние на ряд параметров, которые определяют поведение ВАХ транзисторов. Например, для БТ такими параметрами модели являются:


[image: image518.wmf]К0
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 - ток обратно смещённого коллекторного перехода;


[image: image519.wmf]m
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- температурный потенциал;


[image: image520.wmf]N

B

 - коэффициент передачи тока базы в нормальном включении.

Температурные зависимости перечисленных параметров были приведены в предыдущих разделах.

Напомним известную формулу для описания проходной ВАХ БТ:
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Здесь 
[image: image522.wmf]К0

I

 существенно зависит от температуры, а температурный потенциал 
[image: image523.wmf]m

φ

 непосредственно зависит от температуры.

Как было уже сказано, изменение температуры окружающей среды влияет непосредственно на значения элементов эквивалентных схем усилительных приборов.

Так для биполярного транзистора объёмное сопротивление базы
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где 
[image: image525.wmf]1

TRB

 – линейный температурный коэффициент RB (по умолчанию 0) – параметр модели БТ;


[image: image526.wmf]2

TRB

 – квадратичный температурный коэффициент RB (по умолчанию 0) – также параметр модели БТ.

Аналогичные формулы можно записать для температурных зависимостей объёмных сопротивлений RE и RC, где будут использованы соответствующие коэффициенты: TRE1 и TRE2, TRC1 и TRC2.

Величина барьерной ёмкости коллекторного перехода
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 где 
[image: image528.wmf]CJC

 (или 
[image: image529.wmf]0

КБ

C

) – значение барьерной ёмкости коллекторного перехода при нулевом смещении,


[image: image530.wmf]MJC

– коэффициент, учитывающий плавность коллекторного перехода (равен 0,333);


[image: image531.wmf]ном
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 – контактная разность потенциалов коллекторного перехода (равна 0,75 В).

Величина барьерной ёмкости эмиттерного перехода
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 где 
[image: image533.wmf]CJE

 (или 
[image: image534.wmf]0

ЭБ

C

) – значение барьерной ёмкости эмиттерного перехода при нулевом смещении;


[image: image535.wmf]MJE

 – коэффициент, учитывающий плавность эмиттерного перехода (равен 0,333);


[image: image536.wmf]ном
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 – контактная разность потенциалов коллекторного перехода (равна 0,75 В).

Крутизна биполярного транзистора определяется по формуле
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откуда следует весьма показательная температурная зависимость крутизны: при изменении температуры будет изменяться как значение тока коллектора в рабочей точке 
[image: image538.wmf]ОК

I

, так и непосредственно абсолютная температура Т. Отметим, что степень изменения 
[image: image539.wmf]ОК
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 зависит от глубины отрицательной обратной связи по постоянному току 
[image: image540.wmf]0

F

 в рассматриваемом усилительном каскаде: чем больше значение 
[image: image541.wmf]0

F

, тем меньше изменение коллекторного тока
[image: image542.wmf]ОК

I

D

. Таким образом, в зависимости от глубины ООС по постоянному току при увеличении температуры окружающей среды крутизна может увеличиваться, оставаться неизменной или уменьшаться.

Ранее отмечалось, что отклонение параметров электронных компонентов (пассивных и активных) под воздействием температуры окружающей среды носит детерминированный (неслучайный) характер. Поэтому при компьютерных расчётах учёт влияния температуры в сложных электронных схемах производится с помощью математического аппарата чувствительностей, а именно многопараметрической чувствительности наихудшего случая и многопараметрической статистической чувствительности.
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